CONJECTURE DE SYRACUSE

Soit NV € N*. On définit la suite de SYRACUSE associée a [N par : ug = N et, pour n € N, "(Quelque soit ’entier non nul IV choisi au départ, on finit toujours par tomber sur 1 et donc

[ 3u, + 1 siu, est impair sur 1,4,2,1,4,2,1,....7

Uny1 = Un Si u, est pair Cette conjecture a ¢été énoncée en 1937 par Lothar Collatz qui en a parlé a son collegue

: Helmut Hasse, qui la diffusa, a partir de 1952, aux Etats-Unis lors d’'une visite a I'Université

Par exemple, pour V=3, la suite de SYRACUSE associce vaut - de SYRACUSE. Le mathématicien Stanislas Ulam la répandit aussi dans le Laboratoire de
n|0 12 3456789101112 13 ... L0S ALAMOS.

uy, 3110516 8/142/11142 11421 ...

La conjecture de SYRACUSE est ainsi appelée, entre autres, conjecture de Collatz ou con-
jecture d’Ulam.

Prenons N = 7 alors la suite de SYRACUSE associée vaut
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On représente, en bleu, la proportion d’opérations r —— 3x+1

b 5 """""""""""""" 10 """""""""""" f5m1'6 " et, en rouge, la proportion d’opérations x — 5 parmi la suite ™1 R AT R S
On définit alors la longueur et la hauteur du vol d'une de SYRACUSE selon la valeur de départ. 2 W ":*" ":**"':_ - e -
suite de SYRACUSE : la longueur est le nombre d’étapes 00 = =+ 000+ | |
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pour atteindre le 1 et la hauteur est la valeur maximale
des termes de cette suite. Intuitivement et approximativement, on multiplie par 3 dans moins de 38% des cas et on divise par 2 dans plus de 62% des
Par exemple, pour N =7, la longueur vaut 16 et la hau- cas. Ainsi la suite pourrait étre majorée globalement par une suite géométrique de raison 3%%° x (%)0'62 ~ 0.99 < 1: les
teur vaut 52. suites de SYRACUSE pourraient etre "approximativement et globalement décroissantes” et se rapprocher de 1.
Pour N = 3, la longueur vaut 7 et la hauteur vaut 16. Une piste de recherche est d’essayer de formaliser ce "raisonnement” intuitif et non rigoureux.

La conjecture de SYRACUSE peut alors se reformuler de
la facon suivante : "tout vol est fini”, c¢’est-a-dire atteint le

1.
Une autre piste )
de recherche, ’
Une autre piste de recherche est d’inverser le probleme : rechercher les prédécesseurs successits de 1. - Deux autres questions sont apparues assez rapidement : "toute suite
La conjecture de SYRACUSE consiste alors a montrer que tous les entiers naturels non nuls appartiennent a de SYRACUSE est-elle bornée?” et "existe-t-il d’autres cycles que le
I'ensemble des prédécesseurs successifs de 1. cycle trivial (1,4,2)7".
. Les réponses "oui” a la premiere et "non” a la deuxiéme sont nécessaires
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9 de fleches vertes que de fleches rouges. un probléme indécidable...

Probleme indécidable

En logique, une proposition est indécidable dans un systeme d’axiomes si on ne peut pas démontrer ni la véracité de la proposition, ni la véracité de sa négation.
Autrement dit, a notre systeme initial d’axiomes, on peut ajouter comme axiome la proposition et la théorie reste cohérente mais on peut aussi ajouter comme axiome la négation de la
proposition et la théorie reste également cohérente.
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